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Dla A € Mpxm(k), B € My xpy(k),
rozwazamy ich sume prosta

A 0

A@B::[O B

:| S M(n+n’)><(m+m’)(k)-



Klasyczny problem Jordana

A, B € M(k) sa podobne, o ile istnieje odwracalna macierz
C € M, (k) taka, ze
A= CBC™!

(piszemy A ~ B).



Klasyczny problem Jordana

A, B € M(k) sa podobne, o ile istnieje odwracalna macierz
C € M, (k) taka, ze
A= CBC™!

(piszemy A ~ B).

Problem Jordana

Opisa¢ wszystkie klasy podobienstwa w M, (k).




Klasyczny problem Jordana

A, B € M(k) sa podobne, o ile istnieje odwracalna macierz
C € M, (k) taka, ze
A= CBC™!

(piszemy A ~ B).

Problem Jordana
Opisa¢ wszystkie klasy podobienstwa w M, (k).

Zwykle problem tego typu ogranicza sie do macierzy
nierozktadalnych (macierz jest nierozkfadalna, gdy nie jest podobna
do nietrywialnej sumy prostej).



Klasyczny problem Jordana

A, B € M(k) sa podobne, o ile istnieje odwracalna macierz
C € M, (k) taka, ze
A= CBC™!

(piszemy A ~ B).

Problem Jordana

Opisa¢ wszystkie klasy podobienstwa w M, (k).

Zwykle problem tego typu ogranicza sie do macierzy
nierozktadalnych (macierz jest nierozkfadalna, gdy nie jest podobna
do nietrywialnej sumy prostej).

k =C = klasa podobienstwa dowolnej A € M,(C) zawiera
dokfadnie jedng (z doktadnoscia do permutacji klatek) macierz

JA =he... &

w kanonicznej postaci Jordana, gdzie Ji, ..., Js sa odpowiednimi
klatkami Jordana.



Klasyczny problem Jordana

A, B € M(k) sa podobne, o ile istnieje odwracalna macierz
C € M, (k) taka, ze
A= CBC™!

(piszemy A ~ B).

Problem Jordana

Opisa¢ wszystkie klasy podobienstwa w M, (k).

Zwykle problem tego typu ogranicza sie do macierzy
nierozktadalnych (macierz jest nierozkfadalna, gdy nie jest podobna
do nietrywialnej sumy prostej).

k =C = klasa podobienstwa dowolnej A € M,(C) zawiera
dokfadnie jedng (z doktadnoscia do permutacji klatek) macierz

JA =he... &

w kanonicznej postaci Jordana, gdzie Ji, ..., Js sa odpowiednimi
klatkami Jordana.
A jest nierozktadalna < A ~ J,()\), dla pewnej A € C.
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M jest modutem nad k-algebra A, gdy M jest k-przestrzenia liniowa
z dziataniem x : A x M — M.
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Kazda macierz A € M,(k) wyznacza k[t]-modut
M(A) := k"
z dziataniem f € k[t] na v € k" zadanym
fxv:=~Ff(A) v

(k™ = wektory kolumnowe).
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Obserwacja

Mozemy rozwazac o wiele ogdlniejsze problemy macierzowe
i atakowa¢ je uzywajac technik wspétczesnej teorii modutéw
(reprezentacji).
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(PK) Problem postaci kanonicznej. Wyznacz posta¢ kanoniczna
J(A).
(PR) Problem rozktadu . Wyznacz rozktad A= X1 & ... D X;,
dla nierozkfadalnych Xi,..., Xs.

(PM) Problem maksymalnego wspdinego sktadnika. Wyznacz X,
A, B’ takie, ze A X DA, B~ X @ B’ oraz X jest maks.
(P1) Problem izomorfizmu. Zbadaj, czy A= B.
(PI') Zbadaj, czy A = B oraz znajdz konkretny izomorfizm
C.:A—B.
(PK) = (PR),(PM),(PI), ale (PK) jest “trudny”.
(PM) = (P1). (PI) (i (PI')) ma wiele rozwigzan (postacie
Frobeniusa; postacie Smitha...).

Problemy moga by¢ rozwazane dla dowolnej k-algebry
(nie tylko k[t]).
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(PM) Maksymalny wspdlny sktadnik

k — dowolne ciato,
N\ — ustalona skonczenie generowana k-algebra, ze zbiorem
generatoréw {\1,..., As}.

Dla n,s > 1, kazdy uktad (M), ..., M), ) € M,(k)*® (spetniajacy
odp. relacje) wyznacza A-modut

M = k"
z dziataniami A\; na M zadanymi przez M), dlai=1,...,s.

@ M jest w petni zakodowany jako skoniczony zbiér danych,
wygodny do obliczen.

e Kazdy modut z mod A jest izomorficzny z pewnym
modufem zadanym macierzami jak wyzej.
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M = Tm (gf)! @ Ker (gf)! oraz N = Im (fg)' @ Ker (fg)/,
gdzie | = max(m, n). Ponadto, Im (gf)' = Im (fg)'.

e M i N nie maja niezerowego wspdlnego sktadnika <
V (e, 8,7) € By x BoxBs, B« jest nilpotentny.

Stwierdzenie (M., 2012).

e Dla kazdego f € \(M,N), g € A(N, M) mamy

M = Im (gf ) @ Ker (gf)! oraz N = Im (fg)' @ Ker (fg)’,
gdzie | = m, gdy m = n, lub | = min(m, n) + 1, gdy m # n.
Ponadto, Im (gf)! = Im (fg)'.

e M i N nie maja niezerowego wspdlnego sktadnika <

V (o, B) € B x By, Ba jest nilpotentny.
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if v :=0f #0 then
return (Im(7y), Ker(y), Ker(fd)); } pomijalne
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Ztozonoé¢ pesymistyczna: O(m*n?(n + mlog m)). ]
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MCDS(M, N)
Wejscie: M, N € mod A, m = dimyM < n= dim,N.

Wyjscie: (X, M’ N’), dla X, M’ N’ € modA, tz. M2XOM , N=XDN
i X jest maksymalnym w.s. M i N.


http://quiverspathalg.sourceforge.net

(PM) Maksymalny wspdlny sktadnik

MCDS(M, N)
Wejscie: M, N € mod A, m = dimyM < n= dim,N.

Wyjscie: (X, M’ N’), dla X, M’ N’ € modA, tz. M2XOM , N=XDN
i X jest maksymalnym w.s. M i N.

1 V:i=M; W:=N; X :=0; Y :=0;
2 repeat

3 X:=XpY;

4 (Y,V,W) := cps(V, W);

5 until Y =0;

6 return (X,V,W);


http://quiverspathalg.sourceforge.net

(PM) Maksymalny wspdlny sktadnik

MCDS(M, N)
Wejscie: M, N € mod A, m = dimyM < n= dim,N.

Wyjscie: (X, M’ N’), dla X, M’ N’ € modA, tz. M2XOM , N=XDN
i X jest maksymalnym w.s. M i N.

1 V:i=M; W:=N; X :=0; Y :=0;
2 repeat

3 X:=XpY;

4 (Y,V,W) := cps(V, W);

5 until Y =0;

6 return (X,V,W);

Implementacja jest czescia pakietu QPA (ver. > 1.07) dla GAP:
http://quiverspathalg.sourceforge.net.

(Procedury CommonDirectSummand,
MaximalCommonDirectSummand).


http://quiverspathalg.sourceforge.net
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Przyktad. k = Q, A = Q][t],
M = J2(3) D J1(4) D J1(7) D J1(0)11, dim;M = 15,
N = J12(0) ©® J1(3) ® N (7) D J2(3), dim, N = 16.


http://www.mat.umk.pl/~izydor/pr/mcdsen.html
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3 12, 13 0.015 11, 11 0.047 121 0

Przykfad Il. M15(Q) > C := losowa (gesta) macierz odwracalna.

oryginalny MCDS(CJi5(3)C™*, J1(3)*®): 2h.:57m.:13s.
v, W HT | VW,WV,VV LT LE

1 ‘ 15,15 | 2:47:415 ‘ 15, 15,15 | 9:315 ‘ 3375
ulepszony MCDS(Ci15(3)C 1, /1 (3)'°): 6.4s.

V,W | HT | VWWV | LT | LE

1 ‘ 15,15 | 1.6 ‘ 15, 15 ‘ 48 ‘ 225
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0
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Przyktad. k = Q, A = Q][t],
M = J2(3) D J1(4) D J1(7) D J1(0)11, dim;M = 15,
N = J12(0) ©® J1(3) ® N (7) D J2(3), dim, N = 16.

oryginalny MCDS(M, N) : 43.480s.

vV, W HT | VW,WV, vV LT LE | cds.
1| 15,16 | 0062 | 15 15 125 | 18.440 | 22879 | Ji(7)
2 | 14,15 | 0031 | 14,14, 124 | 16.164 | 22818 | J»(3)
3| 12,13 | 0031 | 11,11, 122 | 8752 | 14762 0
ulepszony MCDS(M, N) : 0.405s.
vV, W HT | VW,WV LT | LE | cds.

1| 15,16 | 0.031 15, 15 0.156 | 184 | J1(7)

2 | 14,15 | 0.031 14, 14 0.125 | 185 | J»(3)

3 12, 13 0.015 11, 11 0.047 121 0

Przykfad Il. M15(Q) > C := losowa (gesta) macierz odwracalna.

oryginalny MCDS(CJi5(3)C™ ", 41(3)*): 2h.:57m.:13s.
v, W HT | VWWV, WV LT LE

1 ‘ 15,15 | 2:47:415 ‘ 15, 15,15 | 9:315 ‘ 3375
ulepszony MCDS(CJs(3)C 1, J1(3)*°) : 6.4s.

Vv, W HT VW Wv LT LE
1 15, 15 1.6 15, 15 4.8 225

c.d.s.
0

c.d.s.
0

Wiecej przyktadow (réwniez dla innych algebr i ciat): A. M., On the computational
complexity of Bongartz's algorithm, Fund. Inform. 123 (2013) 317-329,

oraz htto://www.mat umk . pl/~izvdor/vpr/mcdsen html
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(P1) Problem izomorfizmu. Zbada¢, czy M = N.

e ,Naiwne” (wprost z definicji), algorytmiczne rozwiazanie
(P1) jest bardzo niewydajne (co najmniej wyktadnicze!).

o Ale oczywiscie:
M=N < dimgM = dimyN = dim,MCDS(M, N)
= rozwigzanie wielomianowe!
(Procedura QPA IsomorphicModules).

@ Istnieja pewne wyspecjalizowane rozwigzania (PI) dla
modutéw nad pewnymi algebrami (bardziej efektywne niz
poprzez m.w.s.).

e A. M., On the multiplicity problem and the isomorphism
problem for the four subspace algebra, Comm. Algebra,
40:6 (2012), 2005-2036.

o P. Dowbor i A. M., On a separation of orbits in the module
variety for string special biserial algebras, J. Pure Applied
Algebra 213 (2009), 1804-1815.
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(P1) Problem izomorfizmu. Zbada¢, czy M = N.
(PI') Zbada¢, czy M = N i jesli tak jest, znalez¢ konkretny
izomorfizm ¢ : M — N.

Uwaga. Dla A, B € M,(k) (2 mod k[t]), stwierdzanie, czy A~ B
jest duzo tatwiejsze obliczeniowo niz znajdowanie konkretnej C t.z.
A= CBC™! (“posta¢ Jordana” versus “baza Jordana”).

Dla M,N € modA t.z. M = N, konstrukcja izomorfizmu
¢ : M — N moze by¢ skutkiem ubocznym oméwionego algorytmu
na wyznaczanie m.w.s. zastosowanego do M i N.

M=Xd X1 ®...Xn

gqu glﬁ Xy %lfm Xom
N=Y® Y1 D...® Ym

¢ =fx D, ®...0fox,, - M— N
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Ogdlny obrazek

Problemy macierzowe

Dane dla algorytmu Belitskii’ego redukcji macierzy

mod A
posety
mod k|¢]
Wyniki

mod A mod A Algorytm Belitskii'ego
ten referat (z P. Dowborem,  (z S. Kasjanem)

H. Meltzerem...)
e optymalizacja (PM) e (PK) e (PK): grafy wspétczynnikéw
o (PM) = (PI) ¢ (PR) e konsekwencje dla posetéw

o (PI" e (PR): (hipoteza) o rozkfadzie



