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Wstep Co to sa spektra?
Wyniki teorioztozonosciowe

Ograniczenia

Spektra (Scholz '52)

Niech ¢ bedzie formuta FO nad sygnatura X.
spec(¢) jest zbiorem takich n € N, ze ¢ ma model rozmiaru n.

Przyktad
¢ = koniunkcja aksjomatéw przestrzeni liniowych nad Z;
spec(¢) = potegi 2

| \

Przyktad

¢ = koniunkcja aksjomatéw ciata
spec(¢) = potegi liczb pierwszych
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Wstep Co to sa spektra?
to Woyniki teorioztozonosciowe
Ograniczenia

I teoria ztozonosci

Twierdzenie (Fagin '74, Jones & Selman '74)
Zbior S C N jest spektrum pewnej formuty ¢

wiw

zbi6r unarnych reprezentacji elementéw S jest w NP
réwnowaznie:

zbiér binarnych reprezentacji elementow S jest w NE

(czas pseudowielomianowy)
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Wstep Co to sa spektra?
Woyniki teorioztozonosciowe
Ograniczenia

Struktura modeli

Modele otrzymane z twierdzenia Fagina maja bardzo
skomplikowang strukture.

Grafem Gaifmana struktury 20 nazywamy graf, ktérego wierzchotki
to elementy uniwersum 2, a krawedz (a1, a2) istnieje wtw a1 i a2
wystepuja razem w pewnej krotce w pewnej relacji

(Rm(...,al,...,ag,...)).

Graf Gaifmana struktury otrzymanej z dowodu Fagina bedzie klika.
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Wstep Co to sa spektra?
Whyniki teorioztozonosciowe
Ograniczenia

Nasz cel

Co mozna powiedzieé, jesli rozwazamy jedynie modele z pewnej
ograniczonej klasy?

Takie ograniczenia mozna wyrazi¢ w terminach teorii graféw, jako
wtasnosci grafu Gaifmana (ograniczona szeroko$¢ drzewiasta,
ograniczony stopien, planarnos¢, itd.)

Czy przy takich ograniczeniach réwniez istnieje podobna
charakteryzacja teorioztozonosciowa?

Eryk Kopczynski, Anuj Dawar Spektra struktur o ograniczonym stopniu i planarnych



Wstep Co to sa spektra?
Whyniki teorioztozonosciowe
Ograniczenia

Wczesniejsze wyniki

o Dla sygnatur zwierajacych jedynie symbole unarne i jedna
funkcje unarna, spektra moga byc¢ jedynie zbiorami
semiliniowymi (okresowymi od pewnego miejsca) (Durand,
Fagin, Loescher '97)

@ To samo zachodzi dla formut MSO (Gurevich, Shelah '03)
@ Dwie funkcje unarne wystarcza, by spektra byty
NEXPTIME-zupetne

o Jesli wszystkie modele formuty CMSO ¢ maja ograniczona
szerokos¢ drzewiastg, to spec(¢) jest zbiorem semiliniowym
(Fischer, Makowsky 2004)

o Fifty years of the spectrum problem: survey and new results.
Durand, Jones, Makowsky, More, 2009

Eryk Kopczynski, Anuj Dawar Spektra struktur o ograniczonym stopniu i planarnych



Definicja i nasz wynik
Ograniczony stopien Maszyny Turinga via spetkra ograniczonego stopnia
Spektra ograniczonego stopnia via maszyny Turinga

Grafy o ograniczonym stopniu

Spektrum stopnia d nazywamy zbiér S C N taki, ze S = spec(¢)
dla pewnej formuty ¢ takiej, ze wszystkie modele ¢ s3 stopnia co
najwyzej d.

Réwnowaznie: zbiér S C N taki, ze dla pewnej formuty ¢, n € S
wtw ¢ ma model stopnia co najwyzej d.

Przez BDSpec, oznaczamy zbiér wszystkich spektréw stopnia d.
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Definicja i nasz wynik
Ograniczony stopien Maszyny Turinga via spetkra ograniczonego stopnia

Spektra ograniczonego stopnia via maszyny Turinga

Nasz wynik

Dla d > 3,

NTIME,(N) C BDSpec, € NTIME;(N log? N)
gdzie NTIME(f(N)) jest zbiorem takich zbioréow S C N, ze
przynalezno$¢ N € S moze by¢ rozpoznana przez
niedeterministyczng wielotasmowa maszyne Turinga akceptujaca
zapis binarny N w czasie O(f(N))

@ uwaga: N jest liczba, nie dtugoscia reprezentacji
(NTIME(N) to “czas pseudoliniowy”)

@ do pierwszej inkluzji wymagamy jedynie d = 3, relacji
unarnych, i jednej symetrycznej relacji binarne;.
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Definicja i nasz <
Ograniczony stopien Maszyny Turinga spetkra ograniczonego stopnia
Spektra ograniczonego stopnia via maszyny Turinga

Technika: NTIME,(N) C BDSpec,

Jak symulowa¢ maszyny Turinga spektrami ograniczonego stopnia?
Uzywamy czesciowych funkcji réznowartosciowych (CFR)

k CFR — stopien 2k
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Definicja i nasz wynik
Ograniczony stopien Maszyny Turinga via spetkra ograniczonego stopnia
Spektra ograniczonego stopnia via maszyny Turinga

Liczby naturalne

Aksjomatyzujemy nastepujaca strukture:

falx) = x+1
galx) = 2x
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Definicja i nasz wynik
Ograniczony stopien Maszyny Turinga via spetkra ograniczonego stopnia
Spektra ograniczonego stopnia via maszyny Turinga

Funkcje na liczbach naturalnych

Mozemy doda¢ nastepujace funkcje (gdzie C to stata w naszej
strukturze):

h(x) = x+C (1)
Jx) = xxC (2)
k(x) = 2% (3)
Ix) = [N/27] (4)

. 1 uzy¢ | by znalez¢ reprezentacje binarng N, i h, by stworzy¢
maszyne Turinga dziatajaca w pamieci C i czasie N/C
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Definicja i nasz <
Ograniczony stopien Maszyny Turinga spetkra ograniczonego stopnia
Spektra ograniczonego stopnia via maszyny Turinga

Efektywna symulacja maszyny Turinga

Przy uzyciu bardziej skomplikowanych technik mozemy to
zoptymalizowa¢ do czasu O(N):
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Definicja i nasz wynik
Ograniczony stopien Maszyny Turinga via spetkra ograniczonego stopnia
Spektra ograniczonego stopnia via maszyny Turinga

Technika: BDSpec, € NTIME,(N log® N)

By sprawdzi¢, czy N € spec(o):
@ Zgadujemy strukture 2( rozmiaru N i stopnia d

e Uzywamy twierdzenia Hanfa o lokalnosci by efektywnie
sprawdzié, czy 2 spetnia ¢

Twierdzenie (Hanf '65)

Niech ¢ bedzie formufa FO. Wéwczas istnieja liczby r i M takie, ze
dla kazdego grafu G = (V,E), to czy G |= ¢ zalezy jedynie od
liczby r-sasiedztw kazdego typu, z doktadnoscia do progu M.
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Dwie definicje spektréw planarnych

Mozna sobie wyobrazi¢ dwie nieréwnowazne definicje spektréw
planarnych:

e Spektrum planarnym formuty ¢, pspec(¢), nazywamy zbiér
mocy wszystkich modeli ¢ ktérych graf Gaifmana jest planarny

@ PSpec jest zbiorem wszystkich S C N takich ze
S = pspec(¢) dla pewnej formuty ¢

o FPSpec jest zbiorem wszystkich S C N takich, ze
S = spec(¢) dla pewnej formuty ¢ takiej, ze wszystkie modele
¢ sa planarne
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Stabe spektra planarne: ograniczenia dolne

Twierdzenie
NTIMES (N/ log N) C PSpec

@ nasz model symulujacy maszyne Turinga jest grafem
planarnym, o ile maszyna ma jedna tasme (indeks gérny S)

@ wszystkie elementy uniwersum beda czescig tej symulacji — o
ile model jest plarany!

@ nie jesteSmy w stanie odczytaé rozmiaru uniwersum (to
wymagato nieplanarnosci), ale mozemy go obliczy¢ uzywajac
logarytmicznego narzutu
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Stabe spektra planarne: maszyny z kolejka

Niech M bedzie niedeterministyczna nieskracajaca maszyna z
kolejka

M akceptuje n € N wtw M ma obliczenie zapisujace n symboli do
kolejki

QTL C P(N) jest klasa zbioréw liczb naturalnych akceptujacych
pewng maszyne z kolejka tego typu

Przyktad

Poczatkowa zawartosé kolejki: A
Przejscia:

A — Aa
a — aa
A — accept

akceptuje liczby postaci 27 — 1
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Wypisujemy wszystkie elementy kolejki w ciagu
Czarne strzatki: nastepny element kolejki Niebieskie strzatki: tacza
gtowice odczytujaca i zapisujaca
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Stabe spektra planarne: maszyny z kolejka

Twierdzenie

NTIME(/n) € NTS;(n) C QTL C PSpec

NTS,(n) = iloczyn czasu i pamieci jest O(n)
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Stabe spektra planarne: ograniczenia gérne

Nasze modele planarne do tej pory miaty tez ograniczony stopien
(PBDSpecy).

PBDSpec; C NTIME,(N log? N)

Bez zatozenia o ograniczonym stopniu, na niedeterministyczne;
maszynie RAM, w czasie liniowym mozemy zgadna¢ M, sprawdzi¢
czy M jest grafem planarnym, i czy M spetnia ¢ (Frick, Grohe
2001). W potaczeniu z twierdzeniem o hierarchii czasowej, to
rozwigzuje problem otwarty z Fifty years of the spectrum problem.
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Wymuszanie planarnosci

Nie mozemy uzy¢ naszej symulacji maszyn Turinga, jezeli
wymagamy, by wszystkie modele ¢ byty planarne:
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Wymuszanie planarnosci

Réwniez nasza symulacja maszyny z kolejka nie dziata:

w—*w

Mozemy zapisa¢ takie obliczenie na torusie

Moglibysmy jedynie symulowa¢ rozszerzajaca maszyne z kolejka:

w —* u implies |u| > |w|
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Wymuszanie planarnosci

Tego typu maszyny z kolejka zazwyczaj wyktadniczo powiekszaja
kolejke w kazdej iteracji, przez co uzyskujemy jedynie logarytmiczng
liczbe iteracji.
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Wymuszanie planarnosci

Uzywajac logy(N) zewnetrznych warstw tej spirali mozemy obliczy¢
d-owa reprezentacje N, i symulowaé maszyne Turinga dziatajacg w
pamieci logy(N) i czasie N1~10842
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Wymuszanie planarnosci

Twierdzenie

NTISP,(N'~¢ log N) C FPSpec

Mozemy symulowa¢ maszyne Turinga, ktéra rozpoznaje dwojkowa
reprezentacje N w pamieci log N i czasie N1 €.

zbiér liczb pierwszych (algorytm trywialny)
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Problemy otwarte

e Czy mozna zmniejszy¢ przestrzen miedzy dolnymi a gérnymi
ograniczeniami?

@ Czy mozna jakos zwiekszy¢ ilos¢ pamieci dostepnej w
przypadku wymuszonej planarnosci?

e Co z innymi klasami graféw (np. wykluczajacymi minor)?
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Czym jest spektrum planarne?
Stabe spektra plarne
Graf planarne Silne spektra planarne

Podsumowanie

Spektra
Spektra o ograniczonym stopniu
Stabe spektra planarne

Silne spektra planarne

dziekuje
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