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Spektra (Scholz '52)

Niech φ b¦dzie formuª¡ FO nad sygnatur¡ Σ.

spec(φ) jest zbiorem takich n ∈ N, »e φ ma model rozmiaru n.

Przykªad

φ = koniunkcja aksjomatów przestrzeni liniowych nad Z2

spec(φ) = pot¦gi 2

Przykªad

φ = koniunkcja aksjomatów ciaªa

spec(φ) = pot¦gi liczb pierwszych
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... i teoria zªo»ono±ci

Twierdzenie (Fagin '74, Jones & Selman '74)

Zbiór S ⊆ N jest spektrum pewnej formuªy φ

wtw

zbiór unarnych reprezentacji elementów S jest w NP

równowa»nie:

zbiór binarnych reprezentacji elementów S jest w NE

(czas pseudowielomianowy)
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Struktura modeli

Modele otrzymane z twierdzenia Fagina maj¡ bardzo

skomplikowan¡ struktur¦.

De�nicja

Grafem Gaifmana struktury A nazywamy graf, którego wierzchoªki

to elementy uniwersum A, a kraw¦d¹ (a1, a2) istnieje wtw a1 i a2
wyst¦puj¡ razem w pewnej krotce w pewnej relacji

(RA(. . . , a1, . . . , a2, . . .)).

Graf Gaifmana struktury otrzymanej z dowodu Fagina b¦dzie klik¡.
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Nasz cel

Co mo»na powiedzie¢, je±li rozwa»amy jedynie modele z pewnej

ograniczonej klasy?

Takie ograniczenia mo»na wyrazi¢ w terminach teorii grafów, jako

wªasno±ci grafu Gaifmana (ograniczona szeroko±¢ drzewiasta,

ograniczony stopie«, planarno±¢, itd.)

Czy przy takich ograniczeniach równie» istnieje podobna

charakteryzacja teoriozªo»ono±ciowa?
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Wcze±niejsze wyniki

Dla sygnatur zwieraj¡cych jedynie symbole unarne i jedn¡

funkcj¦ unarn¡, spektra mog¡ by¢ jedynie zbiorami

semiliniowymi (okresowymi od pewnego miejsca) (Durand,

Fagin, Loescher '97)

To samo zachodzi dla formuª MSO (Gurevich, Shelah '03)

Dwie funkcje unarne wystarcz¡, by spektra byªy

NEXPTIME-zupeªne

Je±li wszystkie modele formuªy CMSO φ maj¡ ograniczon¡

szeroko±¢ drzewiast¡, to spec(φ) jest zbiorem semiliniowym

(Fischer, Makowsky 2004)

Fifty years of the spectrum problem: survey and new results.

Durand, Jones, Makowsky, More, 2009
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Grafy o ograniczonym stopniu

Spektrum stopnia d nazywamy zbiór S ⊆ N taki, »e S = spec(φ)
dla pewnej formuªy φ takiej, »e wszystkie modele φ s¡ stopnia co

najwy»ej d .

Równowa»nie: zbiór S ⊆ N taki, »e dla pewnej formuªy φ, n ∈ S

wtw φ ma model stopnia co najwy»ej d .

Przez BDSpecd oznaczamy zbiór wszystkich spektrów stopnia d .
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Nasz wynik

Dla d ≥ 3,

NTIME2(N) ⊆ BDSpecd ⊆ NTIME2(N log2 N)

gdzie NTIME2(f (N)) jest zbiorem takich zbiorów S ⊆ N , »e

przynale»no±¢ N ∈ S mo»e by¢ rozpoznana przez

niedeterministyczn¡ wielota±mow¡ maszyn¦ Turinga akceptuj¡c¡

zapis binarny N w czasie O(f (N))

uwaga: N jest liczb¡, nie dªugo±ci¡ reprezentacji

(NTIME2(N) to �czas pseudoliniowy�)

do pierwszej inkluzji wymagamy jedynie d = 3, relacji

unarnych, i jednej symetrycznej relacji binarnej.
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Technika: NTIME2(N) ⊆ BDSpecd

Jak symulowa¢ maszyny Turinga spektrami ograniczonego stopnia?

U»ywamy cz¦±ciowych funkcji ró»nowarto±ciowych (CFR)

k CFR → stopie« 2k
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Liczby naturalne

Aksjomatyzujemy nast¦puj¡c¡ struktur¦:

A = {1, . . . ,N}
fA(x) = x + 1

gA(x) = 2x
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Funkcje na liczbach naturalnych

Mo»emy doda¢ nast¦puj¡ce funkcje (gdzie C to staªa w naszej

strukturze):

h(x) = x + C (1)

j(x) = x × C (2)

k(x) = 2x (3)

l(x) = bN/2xc (4)

... i u»y¢ l by znale¹¢ reprezentacj¦ binarn¡ N, i h, by stworzy¢

maszyn¦ Turinga dziaªaj¡c¡ w pami¦ci C i czasie N/C
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Efektywna symulacja maszyny Turinga

Przy u»yciu bardziej skomplikowanych technik mo»emy to

zoptymalizowa¢ do czasu O(N):
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Technika: BDSpecd ⊆ NTIME2(N log2N)

By sprawdzi¢, czy N ∈ spec(φ):

Zgadujemy struktur¦ A rozmiaru N i stopnia d

U»ywamy twierdzenia Hanfa o lokalno±ci by efektywnie

sprawdzi¢, czy A speªnia φ

Twierdzenie (Hanf '65)

Niech φ b¦dzie formuª¡ FO. Wówczas istniej¡ liczby r i M takie, »e

dla ka»dego grafu G = (V ,E ), to czy G |= φ zale»y jedynie od

liczby r-s¡siedztw ka»dego typu, z dokªadno±ci¡ do progu M.
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Dwie de�nicje spektrów planarnych

Mo»na sobie wyobrazi¢ dwie nierównowa»ne de�nicje spektrów

planarnych:

Spektrum planarnym formuªy φ, pspec(φ), nazywamy zbiór

mocy wszystkich modeli φ których graf Gaifmana jest planarny

PSpec jest zbiorem wszystkich S ⊆ N takich »e

S = pspec(φ) dla pewnej formuªy φ

FPSpec jest zbiorem wszystkich S ⊆ N takich, »e

S = spec(φ) dla pewnej formuªy φ takiej, »e wszystkie modele

φ s¡ planarne
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Sªabe spektra planarne: ograniczenia dolne

Twierdzenie

NTIMES2 (N/ logN) ⊆ PSpec

nasz model symuluj¡cy maszyn¦ Turinga jest grafem

planarnym, o ile maszyna ma jedn¡ ta±m¦ (indeks górny S)

wszystkie elementy uniwersum b¦d¡ cz¦±ci¡ tej symulacji � o

ile model jest plarany!

nie jeste±my w stanie odczyta¢ rozmiaru uniwersum (to

wymagaªo nieplanarno±ci), ale mo»emy go obliczy¢ u»ywaj¡c

logarytmicznego narzutu
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Sªabe spektra planarne: maszyny z kolejk¡

Niech M b¦dzie niedeterministyczn¡ nieskracaj¡c¡ maszyn¡ z

kolejk¡

M akceptuje n ∈ N wtw M ma obliczenie zapisuj¡ce n symboli do

kolejki

QTL ⊆ P(N) jest klas¡ zbiorów liczb naturalnych akceptuj¡cych

pewn¡ maszyn¦ z kolejk¡ tego typu

Przykªad

Pocz¡tkowa zawarto±¢ kolejki: A

Przej±cia:

A → Aa

a → aa

A → accept

akceptuje liczby postaci 2n − 1
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Wypisujemy wszystkie elementy kolejki w ci¡gu

Czarne strzaªki: nast¦pny element kolejki Niebieskie strzaªki: ª¡cz¡

gªowic¦ odczytuj¡c¡ i zapisuj¡c¡
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Sªabe spektra planarne: maszyny z kolejk¡

Twierdzenie

NTIME2(
√
n) ⊆ NTS2(n) ⊆ QTL ⊆ PSpec

NTS2(n) = iloczyn czasu i pami¦ci jest O(n)
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Sªabe spektra planarne: ograniczenia górne

Nasze modele planarne do tej pory miaªy te» ograniczony stopie«

(PBDSpecd ).

PBDSpecd ⊆ NTIME2(N log2 N)

Bez zaªo»enia o ograniczonym stopniu, na niedeterministycznej

maszynie RAM, w czasie liniowym mo»emy zgadn¡¢ M, sprawdzi¢

czy M jest grafem planarnym, i czy M speªnia φ (Frick, Grohe

2001). W poª¡czeniu z twierdzeniem o hierarchii czasowej, to

rozwi¡zuje problem otwarty z Fifty years of the spectrum problem.
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Wymuszanie planarno±ci

Nie mo»emy u»y¢ naszej symulacji maszyn Turinga, je»eli

wymagamy, by wszystkie modele φ byªy planarne:
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Wymuszanie planarno±ci

Równie» nasza symulacja maszyny z kolejk¡ nie dziaªa:

w →∗ w

Mo»emy zapisa¢ takie obliczenie na torusie

Mogliby±my jedynie symulowa¢ rozszerzaj¡c¡ maszyn¦ z kolejk¡:

w →∗ u implies |u| > |w |

Eryk Kopczy«ski, Anuj Dawar Spektra struktur o ograniczonym stopniu i planarnych



22/26

Wst¦p
Ograniczony stopie«

Graf planarne

Czym jest spektrum planarne?
Sªabe spektra plarne
Silne spektra planarne

Wymuszanie planarno±ci

Tego typu maszyny z kolejk¡ zazwyczaj wykªadniczo powi¦kszaj¡

kolejk¦ w ka»dej iteracji, przez co uzyskujemy jedynie logarytmiczn¡

liczb¦ iteracji.
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Wymuszanie planarno±ci

U»ywaj¡c logd (N) zewn¦trznych warstw tej spirali mo»emy obliczy¢

d -ow¡ reprezentacj¦ N, i symulowa¢ maszyn¦ Turinga dziaªaj¡c¡ w

pami¦ci logd (N) i czasie N1−logd 2
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Wymuszanie planarno±ci

Twierdzenie

NTISP2(N1−ε, logN) ⊆ FPSpec

Mo»emy symulowa¢ maszyn¦ Turinga, która rozpoznaje dwójkow¡

reprezentacj¦ N w pami¦ci logN i czasie N1−ε.

Przykªad

zbiór liczb pierwszych (algorytm trywialny)
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Problemy otwarte

Czy mo»na zmniejszy¢ przestrze« mi¦dzy dolnymi a górnymi

ograniczeniami?

Czy mo»na jako± zwi¦kszy¢ ilo±¢ pami¦ci dost¦pnej w

przypadku wymuszonej planarno±ci?

Co z innymi klasami grafów (np. wykluczaj¡cymi minor)?
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Podsumowanie

Spektra

Spektra o ograniczonym stopniu

Sªabe spektra planarne

Silne spektra planarne

dzi¦kuj¦
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