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Sciezki tukasiewicza

Sciezki kratowe

Definicja
Sciezka kratowa to ciag punktéw z Z x Z. Pare kolejnych punktéw
$ciezki nazywamy segmentami Sciezki.

Rysunek: Sciezka kratowa z (0, 0) do (10,0).
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Sciezki tukasiewicza

Sciezki kratowe

Reprezentacja

Segmenty bedziemy reprezentowali jako wolne wektory w Z X Z, a $ciezke
jako ciag segmentéw. Dla uproszczenia, przy ustalonym zbiorze
segmentéw S, $ciezka bedzie napisem nad S.

Rysunek: Sciezka kratowa z (0, 0) do (10,0).

Przyktad
Niech H = (1,0), U = (1,1) oraz D = (1, —1). Sciezka z rysunku bedzie
reprezentowana jako napis DUHUUDHDUD.
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Sciezki tukasiewicza

Sciezki Motzkina

Definicja
Sciezka Motzkina o dtugosci n to $ciezka kratowa z punktu (0,0) do
(n,0), ktéra sktada sie z segmentéw D = (1,—1), H = (1,0), U =(1,1)

oraz nie schodzi ponizej osi x.

Rysunek: Sciezka Motzkina o dtugosci 7.
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Sciezki Motzkina

Definicja

Swobodna Sciezka Motzkina o dtugosci n to $ciezka kratowa z punktu
(0,0) do (n,0), ktéra sktada sie z segmentéw D = (1,—-1), H = (1,0),
U=(1,1).

Rysunek: Sciezka Motzkina o dtugosci 10.
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Sciezki tukasiewicza

Wazone Sciezki Motzkina

Definicja (Chen, Li, Shapiro and Yan)

Wazona (h, d) swobodna Sciezka Motzkina o dtugosci n to Sciezka
Motzkina, ktérej kazdy segment poziomy H ma przypisang wage ze
zbioru h elementowego oraz kazdy segment opadajacy D ma przypisang
liczbe ze zbioru d elementowego.

/ wy,wy=1

—e wyc{l2. .. h}
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Sciezki tukasiewicza

Wazone $ciezki Motzkina

wp Wy W3 Wy Ws

Rysunek: Sciezka Motzkina o dtugosci 5.

Przyktad
Wszystkich réznych wazonych (h, d) éciezek Motzkina UUDHD jest hd?.
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Sciezki tukasiewicza

Wazone (3, 3) swobodne $ciezki Motzkina

Definicja
Oznaczmy przez M(n) rodzine wszystkich wazonych (3, 3) swobodnych
Sciezek Motzkina o dtugosci n.

wy 7w2:1

w,E11,2,3}
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Sciezki tukasiewicza

Sciezki z pionowymi segmentami

Rysunek: Sciezka z pionowymi segmentami.
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Sciezki tukasiewicza

Sciezki Delannoya

Definicja

Sciezka Delannoya to $ciezka kratowa z punktu (0,0) do (n,0), ktéra
sktada sie z segmentéw: D = (1,-1), H = (1,0), U = (1,1) oraz

V =(0,-1).

Rysunek: Sciezka Delannoya z (0,0) do (10,0) .

Definicja
Dla n > 1, niech D(n) rodzina $ciezek Delannoya z (0,0) do (n,0).
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Bijekcja pomiedzy wazonymi (3, 3) swobodnymi $ciezkami
Motzkina a $ciezkami Delannoya

Twierdzenie
Dla n > 1, istnieje bijekcja

¥ M(n) — D(n).
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Bijekcja

Rysunek: Sciezka Motzkina z wagami.

Rysunek: Sciezka Delannoya bez wag.
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Bijekcja

Obserwacja

Kazda sciezka Motzkina dekomponuje sie na
1. poziome segmenty H (1))
2. Sciezki “gérne” (), u*)
3. Sciezki “dolne” (uV))
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja

1. Poziome segmenty H

H, o—o —oe H

0oe—e Y ./IUV
H, e—e I/VU

Rysunek: M(1) = {H1, H2, H3} — {H, UV, VU} = D(1)
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Bijekcja

3. Sciezki “dolne”

Ty T T3 T4 Tj

R

— Ty Ty T3 To T
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja
2. Sciezki “gérne”

Niech = pq -+ pn € M(n) bedzie “gérna” Sciezka Motzkina.
Niech u®, ..., u(9) bedzie dekompozycja $ciezki pia, .. ., fin—1.

12 @
U D,
1 ,Lt(l) 'u(2) 'u(3) ,u(4) L

b(p) = V(pa) (M) (D) () V- V.

gdzie h jest liczba tych (), ktére sa pojedynczymi Hs.
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja
Pojedyncze segmenty

S S
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja
Pojedyncze segmenty

S S
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja
Pojedyncze segmenty
s
NN
NSl
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja
Niech p = pg -+« pn € M(n) bedzie “gbrng" Sciezka Motzkina.
Niech p®, ..., u(9 bedzie dekompozycja Sciezki pa, .. ., fin—1.

Sciezka “gérna”

(2 p@
i \i/
U D,
T M(l) ,u(2) ,u(3) M(4) Ln

B(p) = () Y(E®) - () (,) V-V

gdzie h jest liczba tych (), ktére sa pojedynczymi Hs.
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Bijekcja

Przyktad
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Bijekcja
Przyktad

Hy; H; Hy H; H.
U s s s My s p
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llos¢ Sciezek
Definicja
Dla n > 1, niech M(n) = |M(n)|, D(n) = |D(n)| oraz M(0) = D(0) = 1.
Theorem (Drake 2009)

Funkcja tworzaca

1

D N — 1
go (n)z 1—-6z—3z2 S
Whiosek
> M(n)z" = . (2)
=0 V1—6z—322
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Sciezki tukasiewicza

[los¢ Sciezek

Pierwsze wyrazy

{M(n)}ns0 = (1,3,15, 81,459, 2673, 15849, 95175, . . ).

Posta¢ zwarta
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Asymptotyka

Twierdzenie
Niech a = (—3 4 2+/3)/3. Dla m,n > 0 mamy

a"M(n) = 2%@ i(] - _1/2)<n ~ 1£2 ~ j)<2_4ﬁ>j+o(nm3/2)

= J

Whiosek

Dla m =2 mamy
V2++/3(3+2V3)" Hl—\@ 34— 183
2 nm 8n 128n2

6.4641" 1 0.09 n 0.022
NG —+ —— .

M(n) =

~ 0.545
n n?
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Sciezki tukasiewicza

Uogdlnienie bijekc;i

Rysunek: Sciezka tukasiewicza.
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Sciezki tukasiewicza

Sciezki t.ukasiewicza

Definicja

Dla N > 1, Sciezka N-tukasiewicza to Sciezka kratowa z punktu (0,0)
do (n,0), ktéra sktada sie z segmentéw D = (1,-1), H = (1,0),

U = (1,1), U = (1,2), ..., Uy = (1, N).

Rysunek: Sciezka 3-tukasiewicza.

Dla uproszczenia, piszemy réwniez U_; = D oraz Uy = H.
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Sciezki tukasiewicza

Wazone Sciezki tukasiewicza

Definicja

Niech N > 1 oraz W = (W_y, Wo, W4, ..., Wy), gdzie W; € N.
Wazona W Sciezka N-tukasiewicza to $ciezka N-tukasiewicza, ktorej
kazdy segment Uy ma przypisana wage w ze zbioru W) elementowego.

(LK)

we{l2,.. W

dla k € {-1,0,1,...,N}.
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Sciezki tukasiewicza

Wazone Sciezki tukasiewicza

Przyktad
Kazda wazona (h, d) $ciezka Motzkina jest wazong W $ciezka
1-tukasiewicza, gdzie W = (d, h,1).

wy ,’LU2:1

wy €12, h}

wy,ws€{1,2,....d} W1 W2 W3 Wy Ws

71N
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Uogdlnione sciezki Delannoya
Definicja
Dla N > 1, $ciezka N-Delannoya to $ciezka kratowa z punktu (0, 0) do

(n,0), ktéra sktada sie z segmentéw D = (1,—-1), H = (1,0),
U =(1,1), U, =(1,2), ..., Uy = (1, N) oraz pionowego V = (0,—1).

Rysunek: Sciezka 3-Delannoya.
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Czy istnieje bijekcja?

Definicja
Niech £} (n) oraz Dy(n) oznaczaja odpowiednio rodziny wazonych W
Sciezek N-tukasiewicza oraz Sciezek N-Delannoya z (0,0) do (n,0).

Problem
Czy dla kazdego N > 1 istnieje taki cigg W = (W4,..., Wy), ze

LN (n)] = [Dw(n)].

Dla N = 1 istnieje. Bijekcja dla wazonych (3, 3) Sciezek
Motzkina oraz $ciezek Delannoya.
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Sciezki tukasiewicza

Sciezki tukasiewicza - Bijekcja

Twierdzenie
Dla N > 1, niech W = (W_1, Wh, ..., Wy) taki, ze

N +2
W =
k <k+2>’
dia k € {~1,0,1,...,N}.

Wtedy dla kazdego n > 1 istnieje bijekcja

¢ : E,‘(‘,/(n) — Dp(n).
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Sciezki tukasiewicza

Dla N > 1 oraz k = 0 (segmenty poziome H) mamy W, = (Nf).

Obserwacja (Dla k = 0)
llos¢ sciezek N-Delannoya z (0,0) do (1,0) jest (V}?).

(LN)
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Sciezki tukasiewicza

Przyktady
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Sciezki tukasiewicza

Przyktady
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Sciezki tukasiewicza

Przyktady
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Bijekcja

Dekompozycja

Obserwacja
Kazda Sciezka tukasiewicza dekomponuje sie na

1. poziome segmenty H (1u(3))

N

Sciezki “gorne” (u?))
Sciezki “dolne” (%))
Sciezki “krzyzujace” (u(9))

W
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Sciezki tukasiewicza

Drzewa planarne i Sciezki tukasiewicza
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Sciezki tukasiewicza

Drzewa planarne

Definicja

Drzewo planarne to drzewo ukorzenione, w ktérym kolejnosé
wystepowania synéw jest rozréznialna. Drzewo planarne N-arne to
drzewo planarne, w ktérym ilos¢ syndw jest ograniczona przez N.

(a) (b)

Rysunek: Dwa rézne 3-arne drzewa planarne.

Oznaczmy Py(n) rodzina N-arnych drzew planarnych o n wierzchotkach.
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Sciezki tukasiewicza

Opadajace Sciezki tukasiewicza

Definicja

Opadajaca Sciezka N-tukasiewicza to $ciezka kratowa z (0, 1) do
(n,0) ztozona z segmentéw D = (1,-1), H = (1,0), U; = (1,1),

U, =(1,2), ..., Uy = (1, N) taka, ktéra nie dochodzi do zadnego innego
punktu na osi x niz ostatni (n,0).

Rysunek: Opadajaca Sciezka 2-tukasiewicza.
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja

Twierdzenie (Flajolet)

Dla n> 1 oraz N > 2, istnieje bijekcja pomiedzy rodzing opadajacych
sciezek (N — 1)-tukasiewicza dtugosci n oraz rodzing N-arnych drzew
planarnych o n wierzchotkach.
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Sciezki tukasiewicza

Rysunek: Dwie opadajace $ciezki 2-tukasiewicza.

(a) (b)

Rysunek: Dwa 3-arne drzewa planarne.
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Sciezki tukasiewicza

Uogdlnienie na drzewa planarne z petlami

Definicja

Drzewo planarne z dozwolonymi petlami to drzewo planarne, w
ktérym syn dowolnego wierzchotka v moze by¢ tym samym
wierzchotkiem v (petla).

(a) (b)

Rysunek: Dwa 3-arne drzewa planarne z dozwolonymi petlami.
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Sciezki tukasiewicza

Wazone opadajace sciezki tukasiewicza

Definicja
Wazong opadajaca Sciezka N-tukasiewicza nazywamy opadajaca
Sciezke N-tukasiewicza z (0,1) do (n,0), w ktérej kazdy segment Uy ma

przypisana wage ze zbioru (2’122) elementowego, dla k € {-1,..., N}.

(L,k)

(0,0)
we{1,2,... W}
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Sciezki tukasiewicza

Bijekcja

Twierdzenie

Dla n > 1 oraz N > 2, istnieje bijekcja pomiedzy rodzing wazonych W
opadajacych sciezek (N — 1)-tukasiewicza dtugosci n oraz rodzing
N-arnych drzew planarnych o n wierzchotkach z dozwolonymi petlami.
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Bijekcja
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Bijekcja
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Bijekcja
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Sciezki tukasiewicza

Podsumowujac

Twierdzenie
Dla kazdego N > 2 i n > 1 istnieja bijekcje pomiedzy ponizszymi
rodzinami:
1. opadajacych wazonych sciezek (N — 1)-tukasiewicza dtugosci n,
2. opadajacych sciezek (N — 1)-Delannoya z (0,1) do (n,0),

3. N-arnych graféw planarnych o n wierzchotkach z dozwolonymi
petlami.
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Dziekuje
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