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De�nicja 1. Grafowe liczby Ramseya

Grafow¡ liczb¦ Ramsaya oznaczamy przez R(H1, ...,Hm) = n je»eli
n jest najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e dla ka»dego
m−kolorowania kraw¦dziowego grafu peªnego Kn istnieje i takie, »e
graf ten zawiera podgraf Hi , w którego skªad wchodz¡ wyª¡cznie
kraw¦dzie w kolorze i .

R(Kn,Km) = R(n,m)
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Liczby Ramseya dla kóª i cykli

Koªo

Wn = Cn−1 + K1

Koªo W6r
rr

r r
r

Znane wyniki

R(C3,Wn) = 2n − 1 dla n ≥ 6, Burr i Erd®s, 1983,

R(Cm,Wn) = 2n − 1 dla nieparzystego m oraz n ≥ 5m − 6,
Zhou Huai Lu, 1995,

R(Cm,Wn) = 3m − 2 dla parzystego n ≥ 4 oraz m ≥ n − 1,
m 6= 3. Yaojun Chen i inni, 2012.
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Twierdzenie 2. Niezale»nie Rosta (1973) i Faudree, Schelp (1974)

R(C4,Cn) =


7 dla n ∈ {3, 5}
6 dla n = 4
n + 1 dla n ≥ 6
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Górne oszacowanie

Twierdzenie 3. Surahmat i inni, 2005

R(C4,Wn) ≤ n + d(n − 1)/3e

Twierdzenie 4. Dybizba«ski, Dzido, 2013

Dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 11,
R(C4,Wn) ≤ n + b

√
n − 2c+ 1.
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Dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 11,
R(C4,Wn) ≤ n + b

√
n − 2c+ 1.

Szkic dowodu

Istnieje v ∈ V taki, »e degr (v) ≤ b
√
n − 2c

degb(v) ≥ n = R(C4,Cn−1)
δr (G ) ≥ b

√
n − 2c+ 2⌈

δr (G)|V (G)|
2

⌉
> t(n)

δr (G ) = b
√
n − 2c+ 1
Graf G [Nb(v)] posiada niebieski cykl Hamiltona
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Twierdzenie 5. Erd®s - Rényi, 1962

Je»eli q jest pot¦g¡ liczby pierwszej to istnieje graf ER(q) o
n = q2 + q + 1 wierzchoªkach, maksymalnym stopniu q + 1 oraz
liczbie kraw¦dzi rz¦du 1

2
n3/2 niezawieraj¡cy cyklu C4.

Inne wªasno±ci grafów ER(q) - Parson, 1975

ER(q) ma q2 + q + 1 wierzchoªków, q + 1 jest stopnia q oraz
q2 jest stopnia q + 1.

�adne dwa wierzchoªki ER(q) stopnia q nie s¡ poª¡czone
kraw¦dzi¡.
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H(q) oznaczmy podgraf ER(q) uzyskany przez usuni¦cie jednego z
wierzchoªków stopnia q.

H(q) zawiera 2q wierzchoªków stopnia q oraz q2 − q wierzchoªków
stopnia q + 1.

W uzupeªnieniu H(q) ka»dy wierzchoªek jest stopnia co najwy»ej
q2 − 1 wi¦c nie zawiera koªa Wq2+1.

Twierdzenie 6. Dybizba«ski, Dzido, 2013

Dla ka»dego q ≥ 4 b¦d¡cego pot¦g¡ liczby pierwszej

R(C4,Wq2+1) = q2 + q + 1.
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Warto±ci R(C4,Wn) dla maªych n

n 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
R(C4,Wn) 10 9 10 9 11 12 13 14 16 17

Twierdzenie 7. Dybizba«ski, Dzido, 2013

R(C4,W14) = 18,

R(C4,W15) = 19,

R(C4,W16) = 20,

R(C4,W17) = 21.
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De�nicja 8. Dwudzielne liczby Ramseya

Dwudzielna liczba Ramsaya oznaczana przez b(n1, . . . , nk) = b

je»eli b jest najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e dla ka»dego
k−kolorowania kraw¦dziowego peªnego grafu dwudzielnego Kb,b

istnieje i takie, »e graf ten zawiera podgraf Kni ,ni , w którego skªad
wchodz¡ kraw¦dzie w kolorze i .

bk(m) = b(m,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
k razy

)
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Warto±ci i oszacowania liczb b(n,m)

n\m 2 3 4 5 6

2 5 9 14 ≤ 19 ≤ 25
3 17 ≤ 29 ≤ 41 ≤ 56
4 ≤ 48 ≤ 72 ≤ 101
5 ≤ 115 ≤ 168

Znane warto±ci liczb bk(2)

b2(2) = 5, Beineke i Schwenk, 1975
b3(2) = 11, Exoo, 1991
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Twierdzenie 9. Dybizba«ski, Dzido, Radziszowski, 2013

Dla ka»dego k b¦d¡cego pot¦g¡ liczby pierwszej

bk(2) ≥ k2 + 1.

Szkic dowodu, inspirowany konstrukcj¡ Lazebnika i Woldara

Niech n = k2. Zde�niujemy k−kolorowanie kliki Kn,n niezawieraj¡ce
monochromatycznego cyklu C4.

Niech F b¦dzie k elementowym
ciaªem. Partycje grafu dwudzielnego oznaczmy przez:
L = R = F × F

Kraw¦dzi pomi¦dzy wierzchoªkami (a, b) ∈ L oraz (c , d) ∈ R

nadajemy kolor
a · c − (b + d)
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De�nicja 10. Liczby Zarankiewicza

Liczb¦ Zarankiewicza oznaczamy przez z(m, n; s, t) i jest to
maksymalna liczba kraw¦dzi podgrafu Km,n niezawieraj¡cego
podgrafu Ks,t .

ozanczenia

z(m, n) = z(m, n; 2, 2)
z(n) = z(n, n; 2, 2)

Reiman 1958, Bollobás 1995

z(m) ≤ (m +m
√
4m − 3)/2, dla ka»dego m ≥ 1,

z(q2 + q + 1) = (q + 1)(q2 + q + 1), dla q b¦d¡cego pot¦g¡
liczby pierwszej,

limn→∞ z(n)/n3/2 = 1.
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Twierdzenie 11. Dybizba«ski, Dzido, Radziszowski, 2013

Dla ka»dego k b¦d¡cego pot¦ga liczby pierwszej,

z(k2+k+1−h) =


k3 + 2k2 + 2k + 1 dla h = 0 (Reiman),
k3 + 2k2 dla h = 1,
k3 + 2k2 − 2k dla h = 2,
k3 + 2k2 − 4k + 1 dla h = 3.
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Twierdzenie 12. Hattingh i Henning, 1998

Dla ka»dej liczby naturalnej k ≥ 2,
bk(2) ≤ k2 + k − 1.

Twierdzenie 13. Dybizba«ski, Dzido, Radziszowski, 2013

Dla ka»dej liczby naturalnej k ≥ 5,
bk(2) ≤ k2 + k − 2.

Dowód bazuje na twierdzeniu 11 dla h = 3.
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Hattingh i Henning, 1998

b4(2) ≤ 19

|E (K18,18)| = 324
z(18) = 81

Istnieje dokªadnie 1 graf ekstremalny z(18) (wyznaczone za
pomoc¡ komputera).

Twierdzenie 14. Dybizba«ski, Dzido, Radziszowski, 2013

b4(2) = 19

Janusz Dybizba«ski Liczby Ramseya z parametrem C4



Grafowe liczby Ramseya
Dwudzielne liczby Ramseya

Dwukolorowe dwudzielne l. Ramseya
Dolne oszacowanie
Górne oszacowanie
b4(2)

Hattingh i Henning, 1998

b4(2) ≤ 19

|E (K18,18)| = 324
z(18) = 81

Istnieje dokªadnie 1 graf ekstremalny z(18) (wyznaczone za
pomoc¡ komputera).

Twierdzenie 14. Dybizba«ski, Dzido, Radziszowski, 2013

b4(2) = 19

Janusz Dybizba«ski Liczby Ramseya z parametrem C4



Grafowe liczby Ramseya
Dwudzielne liczby Ramseya

Dwukolorowe dwudzielne l. Ramseya
Dolne oszacowanie
Górne oszacowanie
b4(2)

Hattingh i Henning, 1998

b4(2) ≤ 19

|E (K18,18)| = 324
z(18) = 81

Istnieje dokªadnie 1 graf ekstremalny z(18) (wyznaczone za
pomoc¡ komputera).

Twierdzenie 14. Dybizba«ski, Dzido, Radziszowski, 2013

b4(2) = 19

Janusz Dybizba«ski Liczby Ramseya z parametrem C4



Grafowe liczby Ramseya
Dwudzielne liczby Ramseya

Dwukolorowe dwudzielne l. Ramseya
Dolne oszacowanie
Górne oszacowanie
b4(2)

Hattingh i Henning, 1998

b4(2) ≤ 19

|E (K18,18)| = 324
z(18) = 81

Istnieje dokªadnie 1 graf ekstremalny z(18) (wyznaczone za
pomoc¡ komputera).

Twierdzenie 14. Dybizba«ski, Dzido, Radziszowski, 2013

b4(2) = 19

Janusz Dybizba«ski Liczby Ramseya z parametrem C4



Grafowe liczby Ramseya
Dwudzielne liczby Ramseya

Dwukolorowe dwudzielne l. Ramseya
Dolne oszacowanie
Górne oszacowanie
b4(2)

0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0

1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Janusz Dybizba«ski Liczby Ramseya z parametrem C4



Grafowe liczby Ramseya
Dwudzielne liczby Ramseya

Dwukolorowe dwudzielne l. Ramseya
Dolne oszacowanie
Górne oszacowanie
b4(2)

2 1 1 3 3 4 4 4 3 1 3 2 1 4 2 1 2 3

1 2 1 4 3 3 3 4 4 2 1 3 2 1 4 3 1 2

1 1 2 3 4 3 4 3 4 3 2 1 4 2 1 2 3 1

4 4 3 2 1 1 3 3 4 1 3 2 2 3 1 2 1 4

3 4 4 1 2 1 4 3 3 2 1 3 1 2 3 4 2 1

4 3 4 1 1 2 3 4 3 3 2 1 3 1 2 1 4 2

3 3 4 4 4 3 2 1 1 2 4 1 1 3 2 2 1 3

4 3 3 3 4 4 1 2 1 1 2 4 2 1 3 3 2 1

3 4 3 4 3 4 1 1 2 4 1 2 3 2 1 1 3 2

1 2 4 1 2 4 2 1 3 1 2 2 4 3 4 3 3 4

4 1 2 4 1 2 3 2 1 2 1 2 4 4 3 4 3 3

2 4 1 2 4 1 1 3 2 2 2 1 3 4 4 3 4 3

1 2 3 2 1 4 1 2 4 3 4 3 1 2 2 4 4 3

3 1 2 4 2 1 4 1 2 3 3 4 2 1 2 3 4 4

2 3 1 1 4 2 2 4 1 4 3 3 2 2 1 4 3 4

1 4 2 2 3 1 2 4 1 3 4 4 4 3 3 1 2 2

2 1 4 1 2 3 1 2 4 4 3 4 3 4 3 2 1 2

4 2 1 3 1 2 4 1 2 4 4 3 3 3 4 2 2 1

Janusz Dybizba«ski Liczby Ramseya z parametrem C4



Grafowe liczby Ramseya
Dwudzielne liczby Ramseya

Dwukolorowe dwudzielne l. Ramseya
Dolne oszacowanie
Górne oszacowanie
b4(2)

Liczba nieizomor�cznych kolorowa« krytycznych dla b4(2)

Znale¹li±my 8 nieizomor�cznych 4−kolorowa« K18,18

niezawieraj¡cych jednokolorowego C4.

Konstrukcja

Dwa pierwsze kolory zostaªy uªo»one tak jak w znalezionym
rozwi¡zaniu.

Dla pozostaªych do pokolorowania kraw¦dzi uªo»yli±my formuª¦
logiczn¡:

ka»dej kraw¦dzi odpowiadaªa jedna zmienna.

klauzule zapobiegaªy powstawaniu monochromatycznego C4.

Do rozwi¡zywania problemu SAT zastosowali±my picoSAT

Do sprawdzenia izomor�zmu korzystali±my z nauty
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J. Dybizba«ski, T. Dzido, On some Ramsey numbers for
quadrilaterals versus wheels

J. Dybizba«ski, T. Dzido, S. Radziszowski, On Some Zarankiewicz
Numbers and Bipartite Ramsey Numbers for Quadrilateral
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦.
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