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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Definicja 1. Grafowe liczby Ramseya

Grafowa liczbe Ramsaya oznaczamy przez R(Hi, ..., Hm) = n jezeli
n jest najmniejszg liczba naturalna taka, ze dla kazdego
m—kolorowania krawedziowego grafu petnego K, istnieje i takie, ze
graf ten zawiera podgraf H;, w ktérego sktad wchodza wytacznie
krawedzie w kolorze 1.
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Definicja 1. Grafowe liczby Ramseya

Grafowa liczbe Ramsaya oznaczamy przez R(Hi, ..., Hm) = n jezeli
n jest najmniejszg liczba naturalna taka, ze dla kazdego
m—kolorowania krawedziowego grafu petnego K, istnieje i takie, ze
graf ten zawiera podgraf H;, w ktérego sktad wchodza wytacznie
krawedzie w kolorze 1.

R(Kn, Km) = R(n, m) |
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

Znane wartosci i oszacowania klasycznych liczb Ramseya

Im\m[[3 [4 |5 [6 [7 [8 9 Jiwo [11 |

3 6 |9 |14 18 23 28 36 40- | 47-
43 51
4 18 | 25 35- | 49- | b7- | 73- | 92- | 98-
41 61 84 115 | 149 | 191
5 43- | 58- | 80- | 101- | 126- | 144- | 171-
49 87 143 | 216 | 316 | 442 | 633
6 102- | 113- | 132- | 169- | 179- | 253-
165 | 298 | 495 | 780 | 1171 | 1804
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

Znane wartosci i oszacowania klasycznych liczb Ramseya

Im\m[[3 [4 |5 [6 [7 [8 9 Jiwo [11 |

3 6 |9 |14 18 23 28 36 40- | 47-
43 51
4 18 | 25 35- | 49- | b7- | 73- | 92- | 98-
41 61 84 115 | 149 | 191
5 43- | 58- | 80- | 101- | 126- | 144- | 171-
49 87 143 | 216 | 316 | 442 | 633
6 102- | 113- | 132- | 169- | 179- | 253-
165 | 298 | 495 | 780 | 1171 | 1804

R(3,3,3) = 17,
30 < R(3,3,4) < 31,
51 < R(3,3,3,3) < 62
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Liczby Ramseya dla kot i cykli

Wn =Cphp1+ Kl
Koto W
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli
elne e Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

Liczby Ramseya dla kot i cykli

Koto
Wn =Cphp1+ Kl
Koto W

Znane wyniki
o R(G3,W,)=2n—1dla n>6, Burri Erdgs, 1983,
e R(Cp, W,) =2n—1 dla nieparzystego m oraz n > 5m — 6,
Zhou Huai Lu, 1995,
e R(Cp, W,) =3m — 2 dla parzystego n > 4 oraz m > n — 1,
m # 3. Yaojun Chen i inni, 2012.
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Twierdzenie 2. Niezaleznie Rosta (1973) i Faudree, Schelp (1974)

7 dla n € {3,5}
R(C4,Cp) =1 6 dlan=4
n+1 dlan>6
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Gérne oszacowanie

Twierdzenie 3. Surahmat i inni, 2005
R(Ca, Wy) < n+[(n—1)/3]
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Gérne oszacowanie

Twierdzenie 3. Surahmat i inni, 2005
R(Ca, Wy) < n+[(n—1)/3]

Twierdzenie 4. Dybizbanski, Dzido, 2013

Dla kazdej liczby naturalnej n > 11,

R(Cy, W) < n+|v/n—2]+1.
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

Dla kazdej liczby naturalnej n > 11,

R(Ca, Wp) < n+ [vV/n—2]+1.
Szkic dowodu
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

Dla kazdej liczby naturalnej n > 11,

R(Ca, Wp) < n+ [vV/n—2]+1.

Szkic dowodu

| A

Istnieje v € V taki, ze deg,(v) < [V/n — 2]
degp(v) > n= R(Cs, Ch—1)
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

Dla kazdej liczby naturalnej n > 11,

R(Ca, Wp) < n+ [vV/n—2]+1.

Szkic dowodu
Istnieje v € V taki, ze deg,(v) < [V/n — 2]
degp(v) > n= R(Cs, Ch—1)
0(G) > |vVn—2]+2
{6,(6)\2V(G)|'| > t(n)

| A

Janusz Dybizbanski Liczby Ramseya z parametrem Cg



Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

Dla kazdej liczby naturalnej n > 11,

R(Ca, Wp) < n+ [vV/n—2]+1.

Szkic dowodu
Istnieje v € V taki, ze deg,(v) < [V/n — 2]
degp(v) > n= R(Cs, Ch—1)
0(G) > |vVn—2]+2
{6,(6)\2V(G)|'| > t(n)

0 (G)=|vn—2]+1
Graf G[Np(v)] posiada niebieski cykl Hamiltona

| A
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Twierdzenie 5. Erd6s - Rényi, 1962

Jezeli g jest potega liczby pierwszej to istnieje graf ER(q) o
n = g% + q + 1 wierzchotkach, maksymalnym stopniu g + 1 oraz
liczbie krawedzi rzedu %n3/2 niezawierajacy cyklu Cy.
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Twierdzenie 5. Erd6s - Rényi, 1962

Jezeli g jest potega liczby pierwszej to istnieje graf ER(q) o
n = g% + q + 1 wierzchotkach, maksymalnym stopniu g + 1 oraz
liczbie krawedzi rzedu %n3/2 niezawierajacy cyklu Cy.

Inne wtasnosci graféw ER(q) - Parson, 1975

o ER(q) ma g + q + 1 wierzchotkéw, g + 1 jest stopnia g oraz
g? jest stopnia g + 1.

o Zadne dwa wierzchotki ER(q) stopnia g nie sa potaczone
krawedzig.
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

H(g) oznaczmy podgraf ER(q) uzyskany przez usuniecie jednego z
wierzchotkéw stopnia g.
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

H(g) oznaczmy podgraf ER(q) uzyskany przez usuniecie jednego z
wierzchotkéw stopnia g.

H(q) zawiera 2q wierzchotkéw stopnia g oraz g% — q wierzchotkéw
stopnia g + 1.
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

H(g) oznaczmy podgraf ER(q) uzyskany przez usuniecie jednego z
wierzchotkéw stopnia g.

H(q) zawiera 2q wierzchotkéw stopnia g oraz g% — q wierzchotkéw
stopnia g + 1.

W uzupetnieniu H(q) kazdy wierzchotek jest stopnia co najwyzej
g°> — 1 wiec nie zawiera kota Wy i1
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie
Dolne oszacowanie

H(g) oznaczmy podgraf ER(q) uzyskany przez usuniecie jednego z
wierzchotkéw stopnia g.

H(q) zawiera 2q wierzchotkéw stopnia g oraz g% — q wierzchotkéw
stopnia g + 1.

W uzupetnieniu H(q) kazdy wierzchotek jest stopnia co najwyzej
g°> — 1 wiec nie zawiera kota Wy i1

Twierdzenie 6. Dybizbanski, Dzido, 2013
Dla kazdego g > 4 bedacego potega liczby pierwszej

R(Ca,Weei1) =a*+q+ 1.
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Wartosci R(Ca, W,) dla matych n

R(CyyW,) |10 (9|10 (9|11 |12 |13 |14 |16 | 17
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Klasyczne liczby Ramseya
Grafowe liczby Ramseya Liczby Ramseya dla két i cykli

Gérne oszacowanie

Dolne oszacowanie

Wartosci R(Ca, W,) dla matych n

n 4 |56 |78 |9 10|11 12|13
R(CyyW,) |10 (9|10 (9|11 |12 |13 |14 |16 | 17
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Gérne oszacowanie

ba(2)

Dwudzielne liczby Ramseya

Definicja 8. Dwudzielne liczby Ramseya

Dwudzielna liczba Ramsaya oznaczana przez b(ny, ng)=b
jezeli b jest najmniejsza liczba naturalng taka, ze dla kazdego
k—kolorowania krawedziowego petnego grafu dwudzielnego Kj

istnieje i takie, ze graf ten zawiera podgraf Kp, ;, w ktérego sktad
wchodza krawedzie w kolorze i.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Definicja 8. Dwudzielne liczby Ramseya

Dwudzielna liczba Ramsaya oznaczana przez b(ny,...,ng) = b
jezeli b jest najmniejsza liczba naturalng taka, ze dla kazdego
k—kolorowania krawedziowego petnego grafu dwudzielnego Kj
istnieje i takie, ze graf ten zawiera podgraf Kp, ;, w ktérego sktad
wchodza krawedzie w kolorze i.

bx(m) = b(m,m,...,m)

k razy
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Wartosci i oszacowania liczb b(n, m)

2 5 9 14 [ <19 | <25
3 17 | <29 | <41 [ <56

4 <48 | <72 | <101
5 <115 | < 168
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Wartosci i oszacowania liczb b(n, m)

Znane wartosci liczb by (2)

by(2) = 5, Beineke i Schwenk, 1975
bs(2) = 11, Exoo, 1991
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Twierdzenie 9. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013
Dla kazdego k bedacego potega liczby pierwszej

b (2) > k* + 1.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
e e Dolne oszacowanie
Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Twierdzenie 9. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013
Dla kazdego k bedacego potega liczby pierwszej

b (2) > k* + 1.

Szkic dowodu, inspirowany konstrukcjg Lazebnika i Woldara

Niech n = k2. Zdefiniujemy k—kolorowanie kliki K, , niezawierajace
monochromatycznego cyklu Cy.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
e e Dolne oszacowanie
Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Twierdzenie 9. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013
Dla kazdego k bedacego potega liczby pierwszej

b (2) > k* + 1.

Szkic dowodu, inspirowany konstrukcjg Lazebnika i Woldara

Niech n = k2. Zdefiniujemy k—kolorowanie kliki K, , niezawierajace
monochromatycznego cyklu C4. Niech F bedzie k elementowym

ciatem. Partycje grafu dwudzielnego oznaczmy przez:
L=R=FxF
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
e e Dolne oszacowanie
Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Twierdzenie 9. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013
Dla kazdego k bedacego potega liczby pierwszej

b (2) > k* + 1.

Szkic dowodu, inspirowany konstrukcjg Lazebnika i Woldara

Niech n = k2. Zdefiniujemy k—kolorowanie kliki K, , niezawierajace
monochromatycznego cyklu C4. Niech F bedzie k elementowym
ciatem. Partycje grafu dwudzielnego oznaczmy przez:
L=R=FXxF

Krawedzi pomiedzy wierzchotkami (a, b) € L oraz (c,d) € R
nadajemy kolor

a-c—(b+d)
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Definicja 10. Liczby Zarankiewicza

Liczbe Zarankiewicza oznaczamy przez z(m, n;s, t) i jest to
maksymalna liczba krawedzi podgrafu K, , niezawierajacego
podgrafu K ;.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Definicja 10. Liczby Zarankiewicza

Liczbe Zarankiewicza oznaczamy przez z(m, n;s, t) i jest to
maksymalna liczba krawedzi podgrafu K, , niezawierajacego
podgrafu K ;.

ozanczenia

| A

z(m,n) =z(m,n;2,2)
z(n) =z(n,n;2,2)
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Definicja 10. Liczby Zarankiewicza

Liczbe Zarankiewicza oznaczamy przez z(m, n;s, t) i jest to
maksymalna liczba krawedzi podgrafu K, , niezawierajacego
podgrafu K ;.

ozanczenia

z(m,n) =z(m,n;2,2)
z(n) =z(n,n;2,2)

Reiman 1958, Bollobas 1995
o z(m) < (m+ my/4m — 3)/2, dla kazdego m > 1,

° z(q2 +g+1)=(g+ 1)(q2 + g+ 1), dla g bedacego potega
liczby pierwszej,

o limp_soo z(n)/n%? =1.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Twierdzenie 11. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013
Dla kazdego k bedacego potega liczby pierwszej,

k3 +2k?>+2k+1 dla h=0 (Reiman),
k3 + 2k? dla h=1,
k3 +2k? — 2k dla h=2,
k3 +2k*>—4k+1 dla h=3.

z(K+k+1—h) =
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Gérne oszacowanie

Twierdzenie 12. Hattingh i Henning, 1998

Dla kazdej liczby naturalnej k > 2,
be(2) < k? + k — 1.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Gérne oszacowanie

Twierdzenie 12. Hattingh i Henning, 1998

Dla kazdej liczby naturalnej k > 2,
be(2) < k? + k — 1.

Twierdzenie 13. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013

Dla kazdej liczby naturalnej k > 5,
be(2) < k? + k — 2.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie
Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie

ba(2)

Gérne oszacowanie

Twierdzenie 12. Hattingh i Henning, 1998

Dla kazdej liczby naturalnej k > 2,
be(2) < k? + k — 1.

Twierdzenie 13. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013

Dla kazdej liczby naturalnej k > 5,
be(2) < k? + k — 2.

Dowéd bazuje na twierdzeniu 11 dla h = 3. J

Janusz Dybizbanski Liczby Ramseya z parametrem Cg



Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Hattingh i Henning, 1998
bs(2) <19
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Hattingh i Henning, 1998
bs(2) <19

|E(Kis,18)| = 324
z(18) =81
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Hattingh i Henning, 1998
bs(2) <19

|E(Kis,18)| = 324
z(18) =81

Istnieje doktadnie 1 graf ekstremalny z(18) (wyznaczone za
pomoca komputera). ’
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Hattingh i Henning, 1998
bs(2) <19

|E(Kis,18)| = 324
z(18) =81

Istnieje doktadnie 1 graf ekstremalny z(18) (wyznaczone za
pomoca komputera). \

Twierdzenie 14. Dybizbanski, Dzido, Radziszowski, 2013

ba(2) = 19
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Dwudzielne liczby Ramseya
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Dwudzielne liczby Ramseya
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Liczby Ramseya z parametrem Cg
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Liczba nieizomorficznych kolorowan krytycznych dla bs(2)

Znalezlismy 8 nieizomorficznych 4—kolorowan Kig 1g
niezawierajacych jednokolorowego Cj. ’
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
e e Dolne oszacowanie
Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Liczba nieizomorficznych kolorowan krytycznych dla bs(2)

Znalezlismy 8 nieizomorficznych 4—kolorowan Kig 1g
niezawierajacych jednokolorowego Cj.

Konstrukgcja

Dwa pierwsze kolory zostaty utozone tak jak w znalezionym
rozwiazaniu.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
e lic amse Dolne oszacowanie
Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Liczba nieizomorficznych kolorowan krytycznych dla bs(2)

Znalezlismy 8 nieizomorficznych 4—kolorowan Kig 1g
niezawierajacych jednokolorowego Cj.

Konstrukgcja

Dwa pierwsze kolory zostaty utozone tak jak w znalezionym
rozwiazaniu.
Dla pozostatych do pokolorowania krawedzi utozylismy formute
logiczna:

o kazdej krawedzi odpowiadata jedna zmienna.

@ klauzule zapobiegaty powstawaniu monochromatycznego (4.
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
afowe lic amse Dolne oszacowanie
Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Liczba nieizomorficznych kolorowan krytycznych dla bs(2)

Znalezlismy 8 nieizomorficznych 4—kolorowan Kig 1g
niezawierajacych jednokolorowego Cj.

Konstrukgcja

Dwa pierwsze kolory zostaty utozone tak jak w znalezionym
rozwiazaniu.
Dla pozostatych do pokolorowania krawedzi utozylismy formute
logiczna:

o kazdej krawedzi odpowiadata jedna zmienna.

@ klauzule zapobiegaty powstawaniu monochromatycznego (4.

Do rozwigzywania problemu SAT zastosowali$my picoSAT
Do sprawdzenia izomorfizmu korzystaliSmy z nauty
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

J. Dybizbanski, T. Dzido, On some Ramsey numbers for
quadrilaterals versus wheels J

J. Dybizbanski, T. Dzido, S. Radziszowski, On Some Zarankiewicz
Numbers and Bipartite Ramsey Numbers for Quadrilateral
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Dwukolorowe dwudzielne I. Ramseya
Dolne oszacowanie

Dwudzielne liczby Ramseya Gorne oszacowanie
ba(2)

Dziekuje za uwage.
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