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> pewnego pofaczenia logiki wyzszego rzedu z beztypowym
rachunkiem lambda,
> czyli jak dodaé do logiki wyzszego rzedu mozliwosc
dowolnych definicji rekurencyjnych.
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Sktadnia

» Typy: T == Prop |B|T =T
» State:
> V. € Z(7'—>P1rop)—>Pr0p
» D€ zProp~>P1rop~>Prop
> Zbiér termdéw T typu 7 w rachunku lambda z typami
prostymi:
» Y,V C T,
> jeslite T, ise€ T totse T,
> jedlix eV, itE€ T toAx:T.t € Tysr,.
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wyzszego rzedu

Typy: T == Prop |B|T =T
State:

> V. € Z(7'—>P1rop)—>Pr0p

» D€ zProp~>P1rop~>Prop
Zbiér terméw T typu 7 w rachunku lambda z typami
prostymi:

» X, Ve C T

> jeslite T, ise€ T totse T,

> jedlixeV iteT,tox 7.t € T,
Konwencje:

> o, 1, itp. — termy typu Prop,

> 9 DY =D,

> Vx:T.p =V (Ax T ).



Logika wyzszego rzedu
Reguty naturalnej dedukgji (prosty intuicjonistyczny intensjonalny wariant)
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Logika wyzszego rzedu z rekurencja (sprzeczna)

Naiwne podejscie

Opuszczamy typy.
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Logika wyzszego rzedu z rekurencja (sprzeczna)
Sktadnia

» Brak typow.
» Dziedziny moga by¢ reprezentowane przez stafe.
» State: V, D€ L.
> Zbiér termdéw T beztypowego rachunku lambda:
» > VCT,
> jeslite Tise Ttotse T,
» jeSlixeVite Ttolx.teT.
» Konwencje:

> 9 DY =D,
» Vx. o =VY(Ax.p).



Logika wyzszego rzedu z rekurencja (sprzeczna)

Rekurencja

W beztypowym rachunku lambda kazdy uktad réwnan postaci

zixt...Xm =g P1(z1,..., 20, X1, Xm)
ZpX1 ... Xm =g Pn(z1,...,2p,%1,...,Xm)
ma rozwigzanie dla zi, ..., z,, gdzie wyrazenia
®i(z1,...,2n, X1, .., Xm) S3 dowolnymi termami, ktérych wszystkie

zmienne wolne sg wyszczegdlnione w nawiasie.
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Rekurencja

W beztypowym rachunku lambda kazdy uktad réwnan postaci

zixt...Xm =g P1(z1,..., 20, X1, Xm)
ZpX1 ... Xm =g Pn(z1,...,2p,%1,...,Xm)
ma rozwigzanie dla zi, ..., z,, gdzie wyrazenia
®i(z1,...,2n, X1, .., Xm) S3 dowolnymi termami, ktérych wszystkie

zmienne wolne sg wyszczegdlnione w nawiasie.

Innymi stfowami, dla kazdego zbioru réwnah powyzszej postaci
istnieja takie termy ti,...,t,, ze dla dowolnych terméw si,..., sy
zachodzi tisy ... s, =g Pi(t1,..., ty,s1,...,5m) dla kazdego
i=1,...,n



Logika wyzszego rzedu z rekurencja (sprzeczna)
Reguty (logika minimalna)

Aoty
DRy AFpDY  Argp
AR DY < NG
NS ARV
= ¢ FV(A) Ve: o P T
AFVx.p AF px/t]

ArFyp =37
AF o

conv



Logika wyzszego rzedu z rekurencja (sprzeczna)
Reguty (logika minimalna)

Aoty

Dk AFpDY  Argp
AR DY < NG

NS ARV
= ¢ FV(A) Ve: o P T
AFVx.p AF px/t]

AbFyp  p=pv
conv .

A

Taki system (mniej wiecej) byt poczatkowo rozwazany w latach
30-tych (przez Churcha, Curry'ego, ...), ...
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Logika wyzszego rzedu z rekurencja (sprzeczna)
Paradoks Curry’ego

...1 oczywidcie okazat sie sprzeczny.
Dla dowolnego termu v, definiujemy ¢ przez ¢ =5 ¢ D 9.

(1) ¢t ¢ z aksjomatu,

(2) o ¢ D1 z (1) za pomoca conv,
(3) otz (1)i(2) za pomocy D,
(4) ¢ D1z (3) za pomoca Dj,

(5) F ¢ z (4) za pomoca conv,

(6) F1 z (4)i(5) za pomoca De.
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Logika wyzszego rzedu
Dygresja

W zwyktej logice wyzszego rzedu dozwolone s3 state typu
Prop — 7, (& — Prop) — 7, itd. dla 7 # Prop.

Jest oczywiste, ze mozna stworzy¢ system logiki wyzszego rzedu
zezwalajacy na nieograniczong rekurencje w programach, gdzie
programy i logika nie beda pomieszane.

> Np. mozna mie¢ dziedzine programéw w zwyktej logice
wyzszego rzedu.

» Ale nas interesuje rekurencja w logice wyzszego rzedu.
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Logika wyzszego rzedu z rekurencja

Poprawna wersja

» Jednak potrzebujemy typdw.
> Ale beda one obiektami wewnatrz systemu.

» W tym kontekscie lepiej mysle¢ o typach jako zbiorach.
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Logika wyzszego rzedu z rekurencja
Sktadnia

» State: V, D, —, Prop, Type € ¥ oraz po jednej statej dla
kazdego typu bazowego (B C ¥).

> Zbiér terméw T beztypowego rachunku lambda ze statymi
zX.

» Konwencje:

® DY =Dy,

Vx: 7.0 =Vr(Ax. ),

a— B =—apf,

a: B = Ba.

vV vy vVvyy
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Logika wyzszego rzedu z rekurencja

Nieformalna intuicyjna semantyka

» Uniwersum zawiera wszystko: programy, formuty, wartosci
logiczne, typy, liczby, wartosci danych, “niezdefiniowane”
wartosci, programy pomieszane z formutami, . ...

» Termy oznaczaja elementy tego wielkiego uniwersum.

» Nie wiemy a priori do jakiej kategorii nalezy dany term.

» Reguty wnioskowania pozwalaja na wnioskowanie o typach
termow.



Logika wyzszego rzedu z rekurencja
Nieformalna intuicyjna semantyka
> t: Prop jest prawda wtw t jest prawda lub fatszem,
> «: Type jest prawda wtw « jest typem,
> t: « jest prawda wtw t ma typ «, zaktadajac, ze « jest typem,

> Vx : a.p jest prawda wtw « jest typem oraz dla dowolnego t
typu «, ¢[x/t] jest prawda,

> Vx : a.p jest fatszem wtw « jest typem oraz istnieje takie t
typu «, ze p[x/t] jest fatszem,

> t1 V tr jest prawda wtw t; jest prawda lub t» jest prawds,
> t; V tp jest fatszem wtw t; jest fatszem oraz t, jest fatszem,

> t; D tp jest prawda wtw t; jest fatszem lub zaréwno t; jak i tp
sg prawda,

> t; D tp jest fatszem wtw t; jest prawdg oraz tp jest fatszem,
> -t jest prawdg wtw t jest fatszem,

> -t jest fatszem wtw t jest prawda.



Logika wyzszego rzedu z rekurencja
Reguty typowania

At 1 :Prop A+ Prop : Type

aeB AF a: Type
AFa:Type Al (Va): (o — Prop) — Prop

At p: Prop At Prop
AF (¢ D) : Prop

A (¢ D) : Prop
At ¢ : Prop

Al
A F ¢ : Prop



Logika wyzszego rzedu z rekurencja
Reguty typowania

Ak a:Type Ax:abt:f x & FV(A, o, B)

—i-
AF(Ax.t):a—f

AFti:a—p AFt:«
—e:
° AF tit:

_}_Al—oz:Type At B :Type
- AF (a— B): Type




Logika wyzszego rzedu z rekurencja
Reguty dla spéjnikéw logicznych

Ak
Aok A ¢ : Prop AFpDY Aty
" A oD < Ab
Ax Tk A+ 7: Type
. X Tk T '\pexgéFV(A)

AFEVx:T.p

AFRVxiT.p AFt:T
o At glx/t]

AkFyp  p=37¢
AF

conv .



Logika wyzszego rzedu z rekurencja
Reguty dla spéjnikéw logicznych

Aok
Aok A F ¢ : Prop AFpDY Aty
" At @D < AF
Ax:7hF AF 1 Type
e A 4 ¢ Fv(n)

AFEVx:T.p

CAERVX:IT.p AFt:T
o A plx/t]

AkFyp  p=37¢
AF

conv

Ten system jest niesprzeczny.
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Logika wyzszego rzedu z rekurencja

Taki system (mniej wiecej) zostat zaproponowany przez szkote
Haskella Curry’ego aby uratowaé program (illatywnej) logiki
kombinatorycznej po odkryciu paradokséw, ale:
» do stosunkowo niedawna znano niewiele dowodéw
niesprzecznosci,

» do lat 90-tych nie byty znane zadne dowody niesprzecznosci
dla systeméw wystarczajaco silnych aby zinterpretowaé zwykta
logike pierwszego rzedu,

» znane dowody niesprzecznosci dla silnych systeméw s3 dosy¢
skomplikowane.
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Translacja

Definiujemy translacje [—] z jezyka zwyktej logiki wyzszego rzedu
do jezyka powyzszego systemu.
» [7] =7 jesli T jest typem bazowym (7 € B),

» [Prop] = Prop,

v

™ — 7’2-| = [7‘1-| — (TQ—I dla T1,T2 € 'T,

v

[
[

> [c] = c jedli c jest stata,
[x] = x jesli x jest zmienna,
[

v

titr] = [t1][t2],



Zwiagzek ze zwykta logika

Translacja

Definiujemy translacje [—] z jezyka zwyktej logiki wyzszego rzedu
do jezyka powyzszego systemu.
» [7] =7 jesli T jest typem bazowym (7 € B),

» [Prop] = Prop,

v

™ — 7’2-| = [7‘1-| — (TQ—I dla T1,T2 € 'T,

c| = c jedli c jest stata,

v

x| = x jesli x jest zmienna,
titz] = [t1][t2],
Ax i T.t] = Ax.[t],

v



Zwiagzek ze zwykta logika

Translacja

Definiujemy translacje [—] z jezyka zwyktej logiki wyzszego rzedu
do jezyka powyzszego systemu.
» [7] =7 jesli T jest typem bazowym (7 € B),

» [Prop] = Prop,

v

™ — 7’2-| = [7‘1-| — (TQ—I dla T1,T2 € 'T,

c| = c jedli c jest stata,

v

titz]| = [a][t2],
Ax i T.t] = Ax.[t],

¥l =Tel 219l

v

v

[
[
[
» [x]| = x jesli x jest zmienng,
[
[
@



Zwiagzek ze zwykta logika

Translacja

Definiujemy translacje [—] z jezyka zwyktej logiki wyzszego rzedu
do jezyka powyzszego systemu.
» [7] =7 jesli T jest typem bazowym (7 € B),

» [Prop] = Prop,

v

nn—n|=[n]—=[n]dan,mneT,
c| = c jedli c jest stata,

x| = x jesli x jest zmienna,

[
[
[
[
[tit2] = [ta][ 2],
[
o
v

v

Ax i T.t] = Ax.[t],
Pl = Wﬂ D[],
x 7.l =Vx: 7] [e].

v
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Funkcja I ze zbioréw terméw zwyktej logiki wyzszego rzedu do
zbioréw termdw w naszym systemie.
Dla zbioru terméw A, zbiér I'(A) sktada sig z:
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typu T,
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Zwiagzek ze zwykta logika

Funkcja kontekstu

Funkcja I ze zbioréw terméw zwyktej logiki wyzszego rzedu do
zbioréw termdw w naszym systemie.
Dla zbioru terméw A, zbiér I'(A) sktada sig z:

» x: [7] dla wszystkich typéw 7 i zmiennych x € FV(A)
typu T,

» c: [7]| dla wszystkich typéw 7 i statych ¢ typu T,

» 7 : Type dla wszystkich 7 € B,

» y : 7 dla wszystkich 7 € B i pewnej zmiennej y typu 7 takiej,
zey ¢ FV(A).
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Twierdzenie
Jesli A Fprepw ¢ to T(A U {p}), [A] Fz [o].
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Poprawno$¢ i petno$¢ translacji
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Zwiagzek ze zwykta logika

Poprawno$¢ i petno$¢ translacji

Twierdzenie
Jesli A l_PREDw @ to F(A U {QO}), [A-‘ Fr [QD-‘

Hipoteza
Jesli T(A U {p}), [A] bz [o] to A FprEDW #-

Twierdzenie

AtbroLy wiw T(AU{p}), [A]Fz [¢]
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Logika klasyczna.

AFVp:Prop.((pD>L)DL)Dp

v

Operator wyboru.

v

Ekstensjonalnos¢ zwn. réwnosé Leibniza.
Funkcja “If".
Podtypy predykatowe.

v

v

v

Pewna klasa typow indukcyjnych.
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Indukcja

Mamy teraz logike wyzszego rzedu z rekurencja, jednak kluczowym
pytaniem jest:

Jak wiele mozemy wnioskowa¢ o termach, ktérych typ nie
zostat jeszcze ustalony?

» Dla podstawowego systemu odpowiedZ brzmi: niewiele.

» Potrzebujemy zasady indukgcji ktéra mozna stosowaé do
dowolnych termow.

» Nasz system pozwala na dowolne typy indukcyjne bez
argumentéw funkcyjnych, ale tutaj dla prostoty ograniczmy sie
do liczb naturalnych.
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Indukcja

Dla liczb naturalnych

Potrzebujemy zasady indukcji, ktéra mozna stosowaé do
dowolnych terméw.

» Taka jest zta:

Vf : Nat — Prop. ((fO A (Vx : Nat. fx D f(sx))) D Vx : Nat . fx)

» Taka jest dobra:

AFt0 A, x : Nat, tx - t(sx) x ¢ FV(A,t)
i A FVx: Nat.tx




Whioskowanie o typach przez indukcje

Twierdzenie (nieformalne sformutowanie)

Niech f bedzie taka funkcja, ze istnieje miara (w liczbach
naturalnych) na jej argumentach dla ktérej mozna pokazad, ze w
skonczonej liczbie wyczerpujacych przypadkéw maleje ona z
kazdym wywofaniem rekurencyjnym f. Wtedy jesli przy zatozeniu,
ze f ma typ 3 mozna pokazad, ze ciato f ma typ 5, to f ma typ (3.



Whioskowanie o typach przez indukcje

Twierdzenie (nieformalne sformutowanie)

Niech f bedzie taka funkcja, ze istnieje miara (w liczbach
naturalnych) na jej argumentach dla ktérej mozna pokazad, ze w
skonczonej liczbie wyczerpujacych przypadkéw maleje ona z
kazdym wywofaniem rekurencyjnym f. Wtedy jesli przy zatozeniu,
ze f ma typ 3 mozna pokazad, ze ciato f ma typ 5, to f ma typ (3.

Dowdéd.
Proste uzycie zasady indukgji. O
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Whniosek

» Jedyna wtasnoscig naszego systemu istotnie rézng od zwyktej
logiki jest konieczno$¢ jawnego wyprowadzania osadéw o
typach jako dodatkowych przestanek w kilku regutach
wnioskowania.

» Z poprzednich twierdzen wynika, ze w implementacji naszej
logiki reczne wyprowadzanie typdéw moze by¢ konieczne
jedynie gdy rozwazana funkcja:

nie jest typowalna w typach prostych,

nie jest zdefiniowana przez rekursje strukturalng,

nie mozemy tatwo znalezé malejacej miary,

zatem nie moze by¢ (w bezposredni sposéb) zdefiniowana w

prostych rozszerzeniach logiki wyzszego rzedu o terminujace

definicje rekurencyjne.

vV vyvyy



Wyjasnienie

Zasygnalizowane wczesniej twierdzenia maja konstruktywne
dowody (oprécz twierdzenia o niesprzecznosci i petnosci translacji
FOL). Zatem istnieje algorytm, ktdry przeksztatca odpowiednie
adnotacje o typach i/lub mierze na wyprowadzenia w naszej logice.
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